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CALCULO
E.U.LT. INFORMATICA DE OVIEDO. 05-06
CALCULO DE PRIMITIVAS

Concepto de primitiva:
Se dice que la funcién F'(x) es una funcién primitiva de la funcién f(x) <

F'(x)=f(x) Vxe Dom f
La funcién f(x) recibe el nombre de integrando y sumando a F'(x) una constante arbitraria C , se

obtiene otra funcién primitiva. Reciprocamente, dos primitivas cualesquiera de f (x) solo se diferencian en
una constante (suponiendo que el dominio sea un intervalo).
Al conjunto de primitivas de la funcién f se le llama la integral indefinida de  f . Se escribe:

jf(x)dx =F(x)+C

con C constante arbitraria, siendo F una primitiva cualquiera de f .
Las siguientes propiedades son inmediatas:

[(F + @)oo = [ fx)de+ [ g(odx
J-a.f(x)dx = aJ- f(x)dx

siendo f y g dos funciones que admiten primitiva y a € R, es decir, la integral indefinida es un
operador lineal.

Primitivas inmediatas.

.[adx=ax+C Yae R

jx"dx = X +C n#-1 ; J-(f(x))n.f’(x)dx = ()™ +C n#+-1

n+l n+l1
| %=log|x|+C S %dleogj f|+C
) a’ o . al®
J.a dx = +C a>0, a#l ; ja J(x)dx = +C a>0, a#l
loga loga
jexdxze" +C Ief(x)f’(x)dxzef(x) +C
J-sen(x)dx =—cos(x)+C ; jsen(f(x))f’(x)dx = —cos(f(x))+ C
J-cos(x)dx =sen(x)+C ; jcos(f(x))f’(x)dx = sen(f(x))+ C
[ _ [see? () = [ 1+ 18> (o) x = 1g.(x)+ C
cos”(x)
1
——f'(0)dx = C
(e ooy @de=1s(F@0)+



Manuel José Fernandez, mjfg@uniovi.es

dx ) -
jsenz(x) =—cotg(x)+C Imf (x)dx =—cot g(f(x))+C
j £ - arcsen(x)+C j; £ (x)dx = arcsen(f (x))+ C
1= =(f)
dx 1 . B
jl+x2 =arctg(x)+C : j—1+(f(x))2f (x)dx = arctg(f(x))+C

J-tg(x)dx = —log(cos(x))+ C
J-cot g(x)dx = 10g(sen(x))+ C

Ejemplos:
4x" 4x° 4 8x+5 )
dx = dx = arct +C ; |—————dx=1logldx* +5x+1)+C
Il+x8 ' j1+(x4)2 v arcgle! 'f4x2+5x+1 x=loglar’ +Su-+1)
ICOS(3x)dx = %I3COS(3x)dX = %Sen(3x)+ c . jesxdx = %esx +C
2 2
Imdx:-[llog(x)dx:M_FC : IdrCtg(z)C)dx:(arctg(x)) +C
X X 2 1+x

Métodos generales de integracion: descomposicion, cambio de variable y partes.
Descomposicién:

.[(xs +6x° —4x? +5}lx=jxsdx+6jx3dx—4jx2dx+5jdx=x—66+%—4—;3+5x+C

Integracidn por sustitucién o cambio de variable.
Sea f una funcién que admite primitiva; si hacemos el cambio de variable x = g(f) siendo g
una funcién derivable con derivada continua que admite funcién inversa resulta:

[ £Codx=[ fe)e @t

Ejemplos:
t—1 1 (" "
* x(2x+1) dx= A g ==l = = _
J- ( ) '[ 4 ( ll 4112 11
12 11
_ [ Qx+1)" (2x+1) c
4 12 11
. . t—1 1
Se ha hecho el cambio 2x+1=¢ |, es decir, x:T d)CZEdt
3 ) 3/2
: jxx/x2+1dx=jt2dt=t—+cz—(x +1) +C
3 3
Se ha hecho el cambio  x* +1 = ¢? t >0 ,esdecir, 2xdx = 2tdt xdx = tdt
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1 1
J x.log( x)d =] = loglt| + C = logllog(x)| + C
’ ~dx=dt

Se ha hecho el cambio log(x) =t ,esdecir, x=e

Integracidn por partes:
Si f y g sondos funciones derivables en el punto X, sabemos que fg es derivable en X

(fe)(x) = f(x)g(x)+ f(x)g(x) ,esdecir, f(x)g (x)=(fg)(x)—f(x)g(x)

Por tanto

[ fog e =[(fe) () - [ f e =(f2)n) - [ £ (0g(xdxe =

= f()g) = [ f()g(x)dx

,v=g(x) entonces du= f'(x)dx vy dv = g’(x)dx laférmula

Si llamamos u = f(x)
se puede escribir asi:

.[udvzuv—.[vdu

Ejemplos:

* Iez"sen(x)dxﬂ ; u=e> du=2edx dv = sen(x)dx v =—cos(x)

I =—e* cos(x) + 2J-e2" cos(x)dx ; u=e** , du=2e>dx; dv=cos(x)dx, v=sen(x)

I =—e> cos(x) + 2le**sen(x) — ZIezxsen(x)de = —e* cos(x) + 2e** sen(x) — 41

I= %e“ (2sen(x) —cos(x))+C

*Ilog(x)dle ; u =log(x), duzidx ;o dv=dx , v=ux

I = xlog(x)— Ix.ldx =xlog(x)—x= x(log(x) - 1)+ C
X

Integracion de funciones racionales

J‘@dx siendo Py Q polinomios
0(x)

Es suficiente estudiar el caso en que el grado de P(Xx) sea menor que el grado de Q(X), puesto que
en caso contrario se realiza la divisién y existen polinomios C(x) y R(x), cociente y resto

respectivamente, tales que P(x) =Q(x)C(x)+ R(x) congradode R(x)< gradode Q(x) y por

tanto

J-—dP(x) x = J-C(x)dx + J-—dR(x) X
0(x) 0(x)
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Asf pues, supongamos que el grado de P(X) es inferior al grado de (Q(x). Para hallar la integral se

calculan las raices de la ecuacién Q(x) =0 y se descompone la fraccién original en suma de fracciones
simples. Distinguiremos los tres casos siguientes:

) . P(x) A B C
* raices reales simples : a,b,c,... ;eneste caso = + + +...
Ox) x—-a x—-b x-c

Ejemplo:
| e o L AL B A A+Bx+B=I
x° =1 x*—1 x+1 x-1
Si x=1 2B =1 B=1/2
Si x——l -2A=1 A=-1/2

dx
el

1 1 1 x—1
——Elog|x+l|+§log|x—l|+C —Elog 1 +C

* Supongamos que ((x) =0 tiene unaraizreal a de orden de multiplicidad 7 ;en este caso

A A A
P _ L+ Z 4+ L

0(x) x-a (x—a) (x—a)"

Ejemplo:
4 9.2
I:.[ 6x2 9x” +5 dx
(x=1)(x+2)(x+1)
6x* —9x” +5 A A, B C, C,
= + + + +

(=1 (x+2)x+1)° x=1 (x=1 x+2 x+1 (x+1)

Ax=Dx+2)(x+D*+ A, (x+2)(x+1)> + B(x=D*(x+ D> + C,(x =17 (x + 2)(x + 1) +
+C2(x—1)2(x+2) =6x*-9x* +5

Si  x=1 12A, =2 A, =1/6
Si  x=-1 4C, =2 C,=1/2
Si  x=-2 9B =65 B=65/9
Si x=0 —2A,+2A, +B+2C, +2C, =5 y resulta C,—A =-16/9

Si x=2  36A +36A, +9B+12C, +4C, =65 yresulta  3C, +9A4, =2

Resolvemos el sistema de las dos ecuaciones anteriores y se obtiene A, =5/18, C, =-3/2

dx
18 _I x+2_§ x+1 _'f x+1
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5 1 1 65 3 I 1
=Elog|x—1|—g;+?10g|x+2|—510g|x+1|—§m+c

* raices complejas: a+bi , a—bi

Por cada par de raices complejas conjugadas (simples) se pone una fraccion de la forma %
(x—a)"+b
Ejemplo:
B 8x° —6x+6 8x* —6x+6 _ 8x° —6x+6
i v oy ey Ll v
x =3x"+7x-5 (x 1)(x 2x+5) (x—l)l(x—l) +4J

8x* —6x+6 A N Bx+C
=32 +7x-5 x-1 (x—-1)*+4
Ale=1) + 4]+ (Bx+ C)(x=1) = 8x% —6x +6

Si )C:O 5A—C=6 C:4
Si x=-1 8A+(-B+C)(-2)=20 B=6
dx 6x+4 2x4
I=2f—+] . dx=2log|x—1|+3j'—23dx=
x=1 S (x=D7+4 (x—1)* +4
4
2x -2+ —+2
~2logh— 1+ 3] ———2—dv=2logr 1|+ 3[—2 2 x4 3[— 2 gy =
(x=D7+4 (x=1*+4 (x—1)* +4

= 2loglx—1|+3log|(x—1)* +4]+¥jL =

2
(x—l} +1
2

= 210g|x—1| +310g[(x—1)2 + 4]+ Sarctg(x_lj +C

2

Integracion de algunas funciones irracionales

* IR (x, Na® —x? )Jx siendo R una funcién racional

cambio de variable x = asen(t)

Ejemplo:

I= j al dx x= \/Esen(t) i dx= \/Ecos(t)dt
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24/2sen’ (1)
I= J2cos(t)dt = 22 [sen®(t)dt = 242 [ sen(t)l - cos? (1)) dt =
I 2—2sen’(t) j - I sentf )

- 22 j sen(t)dt — 242 j cos2(t)sen(t)dt = —2+/2 cos(r) + 242

(2— x*)? (2—)62 )1/2
= 242 -
\/—{ 62 V2 }rc

cos*(t) _
3

2 2
ya que COS(t)Zmz\/l_%:\/zﬁx

* IR (x, Na® +x? )ix siendo R una funcién racional

cambio de variable x=atg(t)

Ejemplo:

dx =sec’ (1)

IL x:tg(t)
xx? +1



